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VE MO DUN 2-TU'A NOI XA LINH

Lwong Thi Minh Thiy*

Truong Dai hoc Su pham, Pai hoc Hué, 32 Lé Loi, thanh phé Hué

Tém tit: Mot mod dun con N cia md dun M duge goi 1a théa man diéu kién (S) néu N hodc 1a mot hang tr truc tiép
cia M hoic N?>=0. Mot mo dun My dugc goi 1a 2-twa ngi xa linh néu mdi R—dong cdu f: mR — M , trong
d6 mR 13 mé dun con ciia M théa min didu kién (S), tdn tai mot ddng ciu ]7: M — M sao cho f(x) = f(x)

v6i moi x € mR . Trong bai béo nay ching t6i dua ra mot s6 dic trung co ban ciia 16p md dun 2—tya ndi xa linh.

Tu khoa: Modun 2-tya ndi xa linh

1 Giéi thi¢u

Trong bai bédo nay, vanh R di cho luon duoc gia thiét 1a vanh két hop c¢6 don vi 1= 0 va moi
R-modun dugc xét 1a modun unita. Vi vanh R di cho, viét M, (,M) dé chi M 1a mét R—modun
phai (t. u, trai). Trong mot ngir canh cu thé cta bai bao, khi khong so nhim 1dn vé phia ciia mo dun, dé
don gian ching ta viét m6 dun M thay vi Mj. Chung ta dung cac ky hiéu A<M (A< M) dechi A la
md dun con (t. u., thuc sy) cia M. Néu A 1a moé dun con cuc dai (hang tir truc tiép) cia mo dun M,
ching ta viét A <"™ M (t. w., A<® M). Can Jacobson, dé cua mé dun M duoc ky hiéu tuong img 1a
Rad(M) va Soc(M) , dic biét, J(R) dugc dung dé ky hiéu cho cin Jacobson cua vanh R. Chung ta viét
M, (R) dé chi vanh cac ma tran vudng cdp n v6i hé tir trén vanh R. Néu / 1a mot tp hop véi
card(l)=a v M 1a mot md dun, chung ta s& ky hiéu tong truc tiép « ban sao cia M boi M) hodc
M | tich tryc tiép « ban sao cia M bdi M’ hoic M“ . Chung ta ky hiéu Mod—R (R-Mod) 1a pham
tr cAc R-moddun phai (t. w., trai). Cho M va N 1a c&c R—modun phai. Pong cdu tr M dén N dugc
hiéu 1a dong cdu tir R—modun phai M dén R—modun phai N .

Cho M 1a mdét R—modun phai va tdp D+ X < M. Linh hda tir phdi cia X trong R dugc ky

hig¢u 1a 7z (X) va duoc xac dinh nhu sau

RX)={reRlxr=0(VxeX)}.

Khi khong so nhim 14n chung ta c6 thé viét gon 13 r(X) thay vi rR(X). Khi X={x;,x,,...,x,} thi
chung ta viét r(xy,%p,...,x,) thay vi r({x;,x,,...,x, ). Ta c6 rz(X) 1a moét idéan phai ctia vanh R.
Hon nita, néu X 1a md dun con cia M thi +(X) 1a mot idéan (phai va trai) caa R. Linh hoa tir trai cta
X trong R duoc ky hiéu la 7, (X) va dugc dinh nghia tuong tu.

Mot vai nam tro lai day, van dé cac mé dun ndi xa va cdc mé rong cia ching da thu hat nhiéu
tac gid quan tam nghién ctu. Xuat phat tir khai niém mé dun P-ndi xa hay con goi la 1-ndi xa da duoc
Nicholson va Yousif [5] nghién ctru, céc tic gia Chen, Ding, Le va Zhou da nghién ctru khéi niém (m, n)—
ndi xa. Mot s6 ddc trung va cau tric clia vanh thong qua 16p mo dun nay da dwoc nghién ciru [3]. Nam
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2011, nhom tac gia Lé Van Thuyét, Truong Cong Quynh va Lwong Thi Minh Thity da nghién ciru khai
niém tich ctia hai moé dun con [7]. Tir d6, cac tac gia dd xem xét dinh nghia 16p mé dun twa ndi xa linh va
céc tinh chit ctia chung. Nhu chung ta dugc biét mot idéan phai don ctia mot vanh hodc 1a mot hang tir
truc tiép hodc no liy linh v&i bac lity linh 1a 2. Trong [7], cac tac gia da chimg minh dwgc "Néu N la mt
mé dun con don cua M thi N hodc la mot hang tir truc tié’p ciia M hode N*=0" va két qua nay mo
rong cho vanh. Tir két qua nay chung toi xem xét tinh chét clia cac md dun théng qua cdc md dun con
thoa man diéu kién trén. "Mét mé dun con N ciia mé dun M dwoc goi la théa man diéu kién (S) néu

N hodc la m¢t hang tir truc tié'p ctia M hodc N*=0". Mot m6 dun M duge goi 1a 2—twa ngi xa linh
néu moi déng cAu tir mdét md dun con ciia M thoa man diéu kién (S) dén M déu mo rong dugc dén tu
ddng cdu ciia M . Trong phan nghién ctru nay, chung t6i xem xét mot sb tinh chit twong ty cia mé dun
tura ndi xa linh.

2 Mo dun 2—tya néi xa linh

Cho M 1a mét R—modun phai, S:= Endg(M) va H, K 1a nhitng m6 dun con cua M .

Pinh nghia 2.1. ([Definition 2.7.] LTQ) Cho H,K la nhitng mé dun con cia M. Khi do, tich
ctia hai mé dun con H va K ki hiéu la HK va dwoc xdc dinh nhw sau

HK := Z{ FK) | f e Hom(M,H)).
Cho N 1a mét mé dun con cia M va n e N. DPinh nghia mdt ho cac m6é dun con cia N nhu sau
N'=N,N*=NN,N’=N?N,...,N" = N"'N.
Khi d6
N'"<N"'<..<N*<N'=N.

Trong 1y thuyét vanh, ching ta c6 két qua cb dién 1a "Néu / 1a mot idéan cyc tiéu cua R thi [
hodc 1a mot hang tir truc tiép cua R hoac I Z=0". Pinh 1y sau mé rong cho két qua trén va da duoc
chiing minh trong [7].

DPinh ly 2.2. ([Theorem 2.11] LTQ) Cho N la m¢ét mé dun con don cia M. Khi d6 N hodc la

mot hang tr truc tié}) cua M hodc N?=0.

DPinh nghia 2.3. M6 dun con N cua mé dun M duoc goi la thoa man diéu kién (S) néu N hodc

la mot hang tir truc tié}) cia M hodc N*=0.

Hé qua 2.4. Cho M la mét R—médun phdi. Khi d6, moi mé dun con don cia M déu théa man
diéu kién (S).

Trong trudng hop tdng quat diéu nguoc lai néi chung khong ding.
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Z Z ; 0 ZO ,
Vi du 2.5. Cho R= . Lay xX= ta cé
0 Z 0 O
0 z)x Yy 0 z4z 0 z)Z ) . ) .
xR ={ o olo | zy,x,y,z2€Z}={ 0 0 | zy,z€Z}= 0o o | Luc do (xR)* =0, Vi vdy

xR théa man diéu kién (S). Dé dang chiing ta kiém tra diegc xR khéng phai md dun don.

Trong [7], ching ta ¢6 mot mod dun con N cia md dun M dugc goi 1a liy linh néu ton tai ne N
sao cho N" =0 va ki hiéu Nil(M) = {m € M | mR liiy linh}. Mot mé dun My dugc goi 1a tua ndi xa linh
néu ddi véi mdi R—dong céu f:mR—>M , me Nil(M), ton tai mot ddng cdu f: M — M sao cho
f(x) = f(x) véi moi x emR . Str dung diéu kién (S), chung t6i dua ra khai niém sau:

Pinh nghia 2.6. Mgt mé dun My dwoc goi la 2—twa ngi xq linh néu moi R —déng cdu
f:mR—>M, trong d6 mR 1& mé dun con cia M théa man diéu kién (S), ton tai mét dong cdu
f:M— M saocho f(x)= f(x) vdimoi xemR .

Mot vanh R dugc goi la 2—twa ndi xa linh phai (twong tmg, trai) néu R, (twong ing, RR) la
mot md dun 2—tua ndi xa linh.

Nhan xét 2.7. Moi mé dun tua ndi xa linh la mé dun 2—twa noi xq linh.

Cho My la mét R—modun phai, meM va x € R, chung ta ky hiéu

Ly@)={meM| mx=0}varg(m)={reR| mr=0}

DPinh 1i sau cho chung ta mot sb dic trung cua 16p mod dun 2—tya ndi xa linh

Pinh ly 2.8. Cho M la mét R—méddun phai va S= End(My). Khi do cac diéu kién sau la tuwong
dwong:

1. My 1& m6 dun 2-tya ndi xa linh.

2. Néu mR 1a md dun con cia md dun M thoa man didu kién (mR)>=0, meM thi

Lyt (m)=Sm.

3. Néu mR 1a md dun con ciia md dun M thoa man didu kién (mR)*> =0 va rr(m) c 1y (n) ,
mneM va n#0 thi Sm<Sn.

4. Néu mR 13 md dun con cia md dun M thoa min didu kién (mR)*> =0 va y: mR — M 1a mot
ddng ciu, me M , thi y(m) e Sm.

5. Néu mR 1a md dun con cua md dun M théa man diéu kién (mR)>’=0, meM thi
LylaRNrg(m)] =l (a)+Sm véimoi aeR.

Chirng minh.
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(1) = (2) Chlng ta cd Smry(m)=0 nén Sm c I,,1,(m) . Ngugc lai, néu n el (m) thi khi d6
v6i moi R—dong cau f:mR — M duoc dinh nghia f(mr)=nr, chon feS 1a mdt mo rong cua f
chingtacé n= f(m)= f(m) e Sm . Ta chimg minh dugc ménh dé (2).

(2) = (3) Gia st mR 1a moét md dun con ciia mé dun M théa man didu kién (mR)* =0 va
rr(m) crx(n), trong 46 mneM . Vi (mR)*> =0 nén kéo theo Sn< Lyrr(n) <lyre(m)=Sm . Do do
Sm < Sn theo (2).

(3) = (4) Néu mR 1a md dun con ciia md dun M thoa man diéu kién (S) va f:mR —>M la
mot dong cau, thi 7, (m) < rp (F(m)) Va ching ta cd Sf(m) < Sm theo (3) vi vay f(m)eSm.

(4) = (1) Liy y: mR — M véi mR 13 mé dun con ciia md dun M thoa mén diéu kién (S) . Suy
ra y(m)eSm, vivay tontai 7 €S dé y(m)=y(m).Suyra 7 1a mo rong ciia . Hay M, 1a mo dun 2—
tra noi xa linh.

(3) = (5) Lay x el [aR Nrp(m)] lic &6 néu (ma)r=0 thi ar € aR Nz (m) nén (xa)r=0 vay
1o (ma) < rp(xa) . Theo (3) Sxa <Sma hay xa=sma véi s €S . Didu ndy co nghia 1a (x—sm)a= 0 hay
x—smely,(a). Suy ra xely,(a)+Sm . Do d6, lj;[aRNrx(m)] <l (a)+Sm . Nguge lai, ludn co
ly(@+Smcly[aR Nirg(m)] .

(5) = (1) Véi f:mR—M 1a mét R —ddng céu. Ta co rx(m)<rx(f(m)) , suy ra
Lytr (f(m)) <1, rx (m) . Theo gia thiét ta co fm) elyrp(f(m)) <Sm, suy ra ton tai mot R—d@)ng cAu
f:M — M saocho f(m)= f(m).

Mot vanh R duoc goi 1a noi xa truc tié}? don phai néu moi idéan phai don cia R ma déng cAu véi
mot hang tir truc tiép cua Ry , 1a mot hang tir truc tiép cua Ry [2].

Ménh dé 2.9. Néu R I mét vanh 2—twa ndi xa linh phdi thi R la vanh ndi xa truc tié}) don phdi.

Chirng minh.

Cho K 1a mot idéan phai don ciia R va f: K — eR 1a mot dang céu, trong d6 ¢ 1a mot phan tir
lily ddng nao d6 cua R. Vi R 1a mot vanh 2—twya ndi xa linh phai, nén suy ra tén tai c€R sao cho
cK =eR £ J(R) . Didu nay chimg t6 K> #0. Theo tinh chit don cua K , ching ta phai c6 K 1a mot
hang tir truc tiép cia Ry .Vay R la vanh ndi xa truc tiép don phai.

Vi du sau chimng t6 chiéu nguoc lai khong ding trong truong hop tong quat.

Vi du 2.10. Cho R khong phai la mét vanh 2—twa ndi xa linh phdai. Khi do, vanh da thirc R[x]
ciing khong phai la mot vanh 2—tya ngi xg linh phai . Tuy nhién, R[x] la vanh ngi xa don phdi.

Két qua tiép theo nhdm muc dich dé nghién ctru tinh bt bién Morita cua vanh 2—twa ndi xa linh.

Ménh dé 2.11. Cho R Ia mét vanh 2—twa ndi xa linh phai. Néu ReR=R, trong do e’ =eeR,thi
eRe cing la mét vanh 2—twa néi xa linh phdi.

Chirng minh.

128



Jos.hueuni.edu.vn Tap 126, S6 1A, 2017

DPit S=eRe. Gia sit aeS sao cho (a$)>=0. Vi R la mdt vanh 2—twa ndi xa linh phéai nén
Ra=Ig1z(a) boi Dinh 1y 2.8. Goi x €lsrg(a) . Khi d6, rg(a) <rg(x) <rp(x) . Bdy gio ching ta léy

yerg(a) . Khi d6, ay=0 . Ching ta viét 1=z'.1 Hievis v €R . R3 rang ching ta co
i=

xyue = xeyue=0 voi moi i béi vi rg(a) <rg(x). Khi do, xy= Zn ey, = 0, va vi vay y erg(x).
i=

Diéu ndy chimg t6 7z (a) <rp(x) va do @6 x €lprp(x) <lgrp(a)=Ra . Suy ra x=ex €eRa= eRea=Sa .

Tur day suy ra lrg(a) < Sa . Vay Sa= lgr¢(a) . Nhu vay, ching ta da chi ra dugc eRe=S la mét vanh 2—

tura ndi xa linh phai theo Pinh 1y 2.8.

Tiép theo chiing t6i néu mét s6 tinh chat khac cua cac md dun 2—tya nodi xa linh.

Pinh ly 2.12. Cho My 1& mé dun 2—tua néi xa linh véi S = end(My) va mneM .

1. Néu mR,nR 1a nhitng md dun con cia mé dun M thoa man diéu kién (S) va nR 1a anh cia
mR, thi Sn nhing dugc trong Sm nhu mot S —modun trai.

2. Néu mR,nR 13 nhitng mé dun con cua mé dun M théa man diéu kién (S) va mR nhing duoc
trong #nR thi Sm 1a anh cta Sn.

3. Néu mR,nR 13 nhitng mé dun con ciia mé dun M thoa man diéu kién (S) va nR=mR thi
Sm=Sn.

Chirng minh.

Néu a: mR —>nR 1a mot toan cau. Theo gia thiét M 1a moé dun 2—tya ndi xa linh nén ton tai
a:M—M sao cho al,gz=wa véi 1: mR—>M la mdt don ciu chinh tic. Chon ¢: Sn— Sm voi
P(tn) = ta(m) tacd ¢ 1a mot S—dong ciu.

(1) Néu ¢(tn)=0 suy ra r@(m)=0. Lic d6 rza(m)=0 hay tta=0 suy ra tz=0 (do « la toan
chu). Vay m=rn(n)=0 hay ¢ 1a S—don cau.

(2) Néu « la don anh, thi 1z (am) C rg(m) , do do, theo Pinh 1i 2.8 ta c6 m € S(am) < Im¢p . Vay
(2) dugc chung minh.

(3) Néu a 1a mot dang cdu thi ¢ ciing 1a mot déng cau. Vay (3) dugc ching minh.

Cho M 1a mot R—mo6dun phai. Ching ta goi mot R—md dun phai N la M —2—tya ndi xa linh,
néu véi mdi md dun con P cia md dun M théa man diéu kién P> =0, moi R fdc*)ng cAu f:P—>N
mo rong dén M . RG rang, M 1a 2—tya ndi xa linh néu va chi néu M 1a M —2—tya noi xa linh.

Mgénh dé 2.13. Cho N,,N,,---,N, la nhitng mé dun con ciia mé dun M . Khi d6, ® N, la M —
2—twa ndi xa linh néu va chi néu N; & M —2—twa ngi xa linh véi moi i=1,---,n.

Chirng minh.

Gia sit mdi N, 1& M —2—tya ndi xa linh. Liy y: K — @~ N, la mot R—tuyén tinh, trong d6 K

1& mo dun con ctia mo dun M théa man diéu kién (S). Tacd y(K) = ®L,N,. Néu z, : ®L,N;, > N, la
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phép chiéu véi mdi t, thi 7z,y=m, €N, (theo gia thiét). Néu lay ke K va y(k)=27_lm,’ thi

m = my(k)=mk. Vi vy, suy ra y=m- (véi m= Z;m,). Hay @, N, 1a M —2—tya néi xa linh.
bicu nguoc lai la rd rang.

Chiing t6i goi mot vanh R 1a 2—chinh quy néu a € aRa v&i moi phan tr a R va (aR)* = 0.

Pinh 1y 2.14. Cdc diéu kién sau la tiwong dwong véi mét vanh R cho trude.

1. R lavanh 2—chinh quy.

2. Mbdi R-modun phai la R —2—tira ndi xa linh.

3. Mdi R-modun phai theo chu ky 1a R—2—tyra ndi xa linh.

4. R 1a vanh 2-noi xa linh phai va aR xa anh véi moi a€R va (aR)* = 0.

Chirng minh.

(1)=(2). Cho M 1a mot R—médun phai va f:aR — M 1a dong ciu véi (aR)* = 0. Theo (1),
a=aba,beR . Ching ta viét e=ab . Khi do, e*=¢ and a=ea . Goi m= f(e) va dong céu
g: R—> M xéac dinh bdi g(x)= mx.Khi do6, g 1a mot moé rong cua f .

)= @) lardrang.

(3)=(4). Ro rang R la vanh 2-ndi xa linh phai. Tiép theo chung ta iy a €R sao cho (aR)* = 0
. Boi gia thiét chung ta c6 aR 12 R—2—twa ndi xa linh. Khi d6, ton tai ¢ €aR sao cho id,p(x)=cx véi
moi x€aR . Suy ra a=idg(a)=cacaRa . Ching ta viét c=ab voi beR . Khi do,
a=ca=aba,c* = abab=ab=c va aR= cR 1a mdt md dun xa anh.

(4)=(1) Cho a€R sao cho (aR)* = 0. Khi d6, Ra= lpre (@) theo Pinh 1y 2.8. Theo (4), thi ton
tai mot phan tir liiy dang e ciia R sao cho rx(a)= (1-¢)R. Suy ra Ra= Re. Ching ta c6 e = ca véi
¢ €R nao d6. Vi vdy, a= ae= aca . Diéu nay ching to R 1a vanh 2—chinh quy.

Loi cam on: Xin cAm on sy tai tro cta quy phat trién Khoa hoc va Cong nghé (NAFOSTED) véi

dé tai ma s6 101.04-2014.22 cho qua trinh nghién ctru va hoan thanh dé tai.
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ON 2-QUASI-NIL-INJECTIVE MODULES

Luong Thi Minh Thuy*

University of Education, Hue University, 32 Le Loi, Hue City, Vietnam

Abstract: A submodule N of a module M is considered to satisfy the condition (S) if N is either a direct
summand of M or N*=0 . A module My is called 2—quasi-nil-injective if each R —homomorphism
f:mR— M , where mR is a submodule of M and satisfies the condition (S), and there exists a homomorphism

f: M — M such that f(x)z f(x) for every x emR . In this paper, we present some characterizations of the
class of 2—quasi-nil-injective modules.

Keywords: 2—quasi-nil-injective modules
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