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Tóm tắt. Trong các hệ thống trung tâm cuộc gọi, sự trộn lẫn lộn các cuộc gọi (call blending) 

là sự pha trộn các hoạt động của các cuộc gọi đến và các cuộc gọi đi ra. Mô hình hàng đợi 

retrial có thể được sử dụng nhằm phân tích các hoạt động của hệ thống trung tâm cuộc gọi 

với sự kết hợp của các cuộc gọi đến và các cuộc gọi đi. Các cuộc gọi đến khi chưa thể được 

phục vụ sẽ được lưu trữ trong bộ đệm (gọi là orbit), nơi mà các cuộc gọi này sau đó sẽ được 

gửi đến lại máy chủ sau một khoảng thời gian ngẫu nhiên. Ngay khi máy chủ chuyển sang 

chế độ rỗi, nó sẽ thực hiện cuộc gọi đi. Mô hình phân tích trong bài báo này sử dụng một hệ 

thống hàng đợi retrial với kích thước orbit giới hạn cho hệ thống trung tâm cuộc gọi với truyền 

thông hai chiều (mối tương quan giữa các cuộc gọi đến và cuộc gọi đi) và tốc độ retrial không 

thay đổi trong cả hai trường hợp đơn và đa máy chủ. Bài báo sử dụng phương pháp phân 

tích quá trình giả sinh tử theo ma trận sinh 𝑄 để tính các xác suất trạng thái cân bằng đối với 

mô hình phân tích để đạt được kết quả mong muốn. 

Từ khóa: hàng đợi retrial, hệ thống trung tâm cuộc gọi, quá trình giả sinh tử 
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Abstract. In call center systems, call blending is the mixing of activities of incoming calls and 

outgoing calls. This study presents a retrial queue model with a constant retrial rate for 

incoming calls to analyze the call center system with a combination of call activities of 
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incoming calls and outgoing calls. Incoming calls that cannot be serviced are stored in a buffer, 

where the tasks are sent back to the server after a random time. As soon as the server goes 

idle, it makes an outgoing call. The analyzed model was used as a retrial queue system for a 

call center system with 2-way communication (correlation between incoming and outgoing 

calls) and a constant retrial rate in both single and multi-server scenarios. The quasi-birth-

and-death process according to the generation matrix 𝑄 was used to calculate the equilibrium 

probabilities for the analytical model to achieve the desired results. 

Keywords: retrial queueing, call center, quasi-birth-and-death process 

1 Giới thiệu 

Hàng đợi retrial đã được tập trung nghiên cứu trong nhiều năm gần đây. Nó cung cấp mô 

hình để đánh giá hiệu năng của các trung tâm cuộc gọi (call center), mạng máy tính và các hệ 

thống truyền thông. Đặc tính quan trọng của hàng đợi retrial là các cuộc gọi, mà chưa thể được 

phục vụ tại thời điểm đến hệ thống sẽ được đưa vào một vùng đệm, gọi là orbit và sẽ yêu cầu 

phục vụ lại (retrial) sau một vài đơn vị thời gian ngẫu nhiên. Vì vậy, việc phân tích đối với hàng 

đợi retrial thường là phức tạp và khó khăn hơn so với mô hình tương tự mà không xét yếu tố 

retrial và thường chỉ có thể thu được kết quả rõ ràng trong một số trường hợp đặc biệt [1–9]. 

 

Hình 1. Mô hình hàng đợi retrial cho hệ thống trung tâm cuộc gọi  

Một trung tâm cuộc gọi có vai trò quan trọng đối với một công ty vì nó cung cấp một kênh 

để khách hàng liên hệ với công ty. Trong một cuộc gọi trung tâm, các đại lý cuộc gọi (còn được 

gọi là các tổng đài viên) là những người trả lời các cuộc gọi từ khách hàng. Khi một khách hàng 

thực hiện một cuộc gọi điện thoại, nếu có một tổng đài viên cuộc gọi ở trạng thái rỗi, khách hàng 

ngay lập tức được các đại lý cuộc gọi trả lời. Nếu tất cả các tổng đài viên đang ở trạng thái bận, 

khách hàng có thể nghe phản hồi từ hệ thống là hiện tại các tổng đài viên cuộc gọi đang bận, vui 

lòng chờ trong giây lát. Tại thời điểm này, khách hàng có thể cúp điện thoại ngay lập tức hoặc 
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tiếp tục giữ máy và chờ (trong orbit). Trong trường hợp lần trước chưa liên hệ được, khách hàng 

có thể thử lại lần tiếp theo sau một khoảng thời gian ngẫu nhiên (quay lại yêu cầu phục từ orbit). 

Khách hàng chờ đợi một tổng đài viên cuộc gọi ở trạng thái rỗi để có thể liên hệ. Những khách 

hàng này cũng có thể gọi điện sau nếu không đủ kiên nhẫn chờ đợi. 

Nội dung của bài báo là tìm hiểu mô hình hàng đợi retrial áp dụng cho hệ thống cuộc gọi 

trung tâm (Hình 1). Một đặc điểm của cuộc gọi trung tâm là thông thường nó có thể chỉ xử lý với 

lưu lượng các cuộc gọi đến (inbound traffic) hoặc chỉ với lưu lượng các cuộc gọi đi (outbound 

traffic). Các cuộc gọi trung tâm, khi đó, sẽ được gán nhãn một cách tương ứng là inbound và 

outbound. Một số mô hình hàng đợi retrial với cuộc gọi trung tâm trong các tài liệu phân tích 

trước đây là một chiều (gọi đến hoặc gọi đi) [3, 4]. Tuy nhiên, thông thường, thì hệ thống cuộc 

gọi trung tâm sẽ xử lý đồng thời các cuộc gọi đến và cuộc gọi đi [1, 2, 5–9]. Theo đó, các cuộc gọi 

đến sẽ được chỉ định đến một tổng đài viên (operator) bởi một bộ phân phối cuộc gọi tự động 

(ACD - automatic call distributor). Đối với các cuộc gọi đi, cuộc gọi có thể được khởi tạo bởi ACD 

(một cách tự động) hoặc gởi các tổng đài viên (thủ công). 

Nguyên tắc kết hợp các cuộc gọi (call blending) với truyền thông hai chiều, cho phép phục 

vụ hai mục đích sau: 

Thứ nhất, nó có thể được thêm vào các nhiệm vụ thông thường. Điều này tương ứng với 

một thói quen phổ biến trong các trung tâm cuộc gọi thuộc kiểu inbound, nơi các tổng đài viên 

có thể sử dụng thời gian nhàn rỗi của họ để thực hiện các cuộc gọi đi thứ cấp, có thể không khẩn 

cấp. Ở đây, việc kết hợp (pha trộn) các cuộc gọi phục vụ nhằm tăng hiệu suất tổng thể bằng cách 

tăng hiệu suất làm việc của các tổng đài viên có khả năng thông qua chính sách kiểm soát [5–7]. 

Thứ hai, nó có thể xảy ra như một phần không thể thiếu của các tác vụ được thực hiện tại 

trung tâm cuộc gọi. Trong trường hợp này, các cuộc gọi đến cũng như các cuộc gọi đi là các yếu 

tố quan trọng của dịch vụ được cung cấp và cả hai cần được thực hiện một cách thường xuyên. 

Điều này xảy ra khi các nhiệm vụ yêu cầu các cuộc gọi tiếp theo theo cả hai hướng. 

Cả hai trường hợp trên có thể được mô hình hóa với hàng đợi retrial hỗ trợ truyền thông 

hai chiều. Đã có một vài một công trình liên quan đã được đề xuất. Phung Duc trong [5, 6] giả 

định một mô hình có tốc độ retrial cổ điển cho các cuộc gọi đến. Một lựa chọn như vậy dẫn đến 

một mô hình phù hợp với trường hợp thứ nhất. Tuy nhiên, lưu ý rằng, ở quy mô thời gian ngắn, 

hoạt động của các cuộc gọi đi có thể bị tắc nghẽn với xác suất lớn trong các giai đoạn lưu lượng 

các cuộc gọi đến tăng cao, như khi tốc độ retrial tăng tuyến tính với số lượng cuộc gọi đến trong 

orbit. Một cách tương ứng, việc cân bằng sự kết hợp trong thời gian ngắn sẽ bị bị ảnh hưởng nặng 

nề bởi sự biến đổi của tải lưu lượng các cuộc gọi đến. Ngược lại, trong trường hợp thứ hai, hoạt 

động cuộc gọi đi vẫn tiếp tục thường xuyên ngay cả khi có nhiều cuộc gọi đến đang chờ được 
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phục vụ. Bằng cách giả sử tốc độ retrial là không đổi, các cuộc gọi đi vẫn được khởi tạo trong 

khoảng thời gian ngắn (bằng ACD hoặc bởi các tổng đài viên), ngay cả khi số lượng cuộc gọi đến 

trong orbit là cao. Một cách tương ứng, việc cân bằng sự kết hợp trong thời gian ngắn sẽ ít chịu 

ảnh hưởng của sự biến đổi của tải lưu lượng các cuộc gọi đến. 

Ý tưởng của mô hình trong bài báo này phân tích sự kết hợp hàng đợi retrial cho hệ thống 

trung tâm cuộc gọi với truyền thông hai chiều (mối tương quan giữa các cuộc gọi đến và cuộc gọi 

đi) và tốc độ retrial không thay đổi trong cả hai trường hợp đơn và đa máy chủ [1]. Cuộc gọi đến 

có thể tìm máy chủ rỗi (tổng đài viên) để được nhận phục vụ ngay lập tức. Ngay khi máy chủ 

chuyển sang chế độ rỗi, nó sẽ thực hiện cuộc gọi đi. Điểm khác biệt của mô hình trong bài báo 

này với mô hình trong [1] là chúng tôi xét với kích thước orbit giới hạn, từ đó chúng tôi đưa ra 

phương pháp nhằm phân tích quá trình giả sinh tử theo ma trận sinh 𝑄 để tính các xác suất trạng 

thái cân bằng đối với mô hình phân tích để đạt được kết quả mong muốn [10]. Nội dung tiếp theo 

của bài báo gồm: phần 2 giới thiệu các mô hình chúng tôi phân tích với truyền thông hai chiều. 

Kết quả phân tích thông qua các đồ thị về những thay đổi của xác suất tắc nghẽn chuyển biến 

theo mật độ luồng được trình bày ở phần 3. Cuối cùng là phần kết luận. 

2 Mô hình hàng đợi retrial cho hệ thống trung tâm cuộc gọi với truyền 

thông hai chiều 

2.1 Một số thông số giả thiết của mô hình 

Mô hình phân tích ở đây dựa trên một số giả thiết sau: 

Các cuộc gọi đến (ban đầu) máy chủ (hoặc tổng đài viên) yêu cầu được phục vụ theo quá 

trình Poisson với tốc độ đến trung bình là . Cuộc gọi đến có thể tìm máy chủ rỗi để được nhận 

phục vụ ngay lập tức. Trong trường hợp máy chủ bận, cuộc gọi sẽ được đưa vào orbit. Trong 

orbit, chính sách tốc độ retrial không thay đổi (hằng số) sẽ được áp dụng. Tức là, tốc độ của cuộc 

gọi đến từ orbit (tốc độ retrial) là 𝜇(1 − 𝛿0,𝑛)  với 𝑛  là số khách hàng trong orbit; ở đây 𝛿𝑖,𝑗 

(Kronecker delta) là hàm hai biến các số nguyên không âm, được xác định như sau [1]: 

δi,j = {
0 if i ≠ j 
1 if i = j

 

Điều này trái ngược với trường hợp được phân tích trong một số tài liệu trước đây [3, 4], 

với tốc độ retrial cổ điển là 𝑛𝜇, phụ thuộc vào số lượng khách hàng trong orbit, là 𝑛. Như đã đề 

cập ở trên, tốc độ retrial không đổi (constant retrial rate) xảy ra khi khách hàng trong orbit được 

tổ chức theo hàng đợi kiểu FCFS và chỉ khách hàng ở đầu hàng đợi mới có thể yêu cầu dịch vụ.  
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Ngoài ra, khi máy chủ chuyển sang chế độ rỗi, nó sẽ thực hiện cuộc gọi đi theo phân phối 

mũ với tốc độ là 𝛼. 

Thời gian phục vụ của các cuộc gọi đến và cuộc gọi đi cũng theo phân phối mũ với tốc độ 

phục vụ là 𝜈1 và 𝜈2. 

2.2 Mô hình phân tích với đơn máy chủ  

Mô hình phân tích ở đây tương tự mô hình trong [1] nhưng với một điểm khác biệt. Trong 

mô hình này của bài báo, chúng tôi xét với trường hợp orbit có kích thước giới hạn (0 ≤ 𝑁(𝑡) ≤

𝑀). 

Đặt 𝑆(𝑡) (𝑡 ≥  0), xác định trạng thái của máy chủ tại thời điểm 𝑡. Theo đó, có thể định 

nghĩa trạng thái của máy chủ theo các giá trị như sau 1: 

𝑆(𝑡) = {

0,  máy chủ ở trạng thái rỗi,

1, máy chủ đang phục vụ một cuộc gọi đến,

2, máy chủ đang phục vụ một cuộc gọi đi.

 

Đặt 𝑁(𝑡) (𝑡 ≥  0) là số cuộc gọi của khách hàng trong orbit tại thời điểm 𝑡 ≥ 0. Mô hình 

khi đó được mô hình hóa như là mô hình Markov hai chiều: {𝑋(𝑡) = (𝑆(𝑡), 𝑁(𝑡)), 𝑡 ≥ 0}, với 

không gian trạng thái có dạng: 𝒮 = {0, 1, 2} × {0, 1, 2, … ,M}. Lược đồ chuyển trạng thái cụ thể 

được trình bày trên Hình 2. Giả thiết hệ thống là ở trạng thái ổn định, tức là luôn tồn tại các xác 

suất trạng thái cân bằng. Điều kiện cần và đủ để mô hình có trạng thái ổn định là  < 𝜈1 sẽ được 

sử dụng trong các phân tích sau. 

 

Hình 2. Lược đồ chuyển trạng thái của mô hình đơn máy chủ 

Đặt 𝜋𝑖,𝑗 = 𝑃[𝑆(𝑡) = 𝑖, 𝑁(𝑡) = 𝑗], là các xác suất trạng thái cân bằng của hệ thống tại các trạng 

thái (𝑖, 𝑗). Khi đó, hệ phương trình trạng thái cân bằng được xây dựng như sau [1]: 

 2,0

 0,0

 1,0

 2,1

 0,1

 1,1

 2,2

 0,2

 1,2

...

...

...

 2,M

 0,M

 1,M
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(𝜆 + 𝛼 + 𝜇(1 − δ0,j)) 𝜋0,𝑗 = 𝜈1𝜋1,𝑗 + 𝜈2𝜋2,𝑗 (1) 

(𝜆 + 𝜈1)𝜋1,𝑗 = 𝜆𝜋0,𝑗 + 𝜇𝜋0,𝑗+1 + 𝜆𝜋1,𝑗−1 (2) 

(𝜆 + 𝜈2)𝜋2,𝑗 = 𝛼𝜋0,𝑗 + 𝜆𝜋2,𝑗−1 (3) 

với δ0,j = 1 khi j = 0 và bằng 0 trong trường hợp ngược lại; πi,−1 = 0 với i ∈ {1, 2} [1]. Việc tính 

các các giá trị 𝜋𝑖,𝑗  sẽ được chúng tôi thực hiện bằng cách giải các phương trình (1)–(3) bằng 

phương pháp phân tích quá trình giả sinh tử theo ma trận sinh 𝑄 [5]. Kết quả phân tích sẽ được 

trình bày trong phần tiếp theo. 

Trong bài báo này, khác với trong [1], chúng tôi giả thiết số cuộc gọi (khách hàng) trong 

orbit là giới hạn (bằng 𝑀). Vì vậy, mô hình có thể được phân tích theo quá trình giả sinh tử với 

các ma trận chuyển trạng thái tổng quát và được mô tả trên Hình 2. Đây cũng chính là điểm khác 

biệt của mô hình trong bài báo này với mô hình trong [1].  

Dựa vào ma trận sinh 𝑄 của quá trình giả sinh tử 𝑄𝐵𝐷, các ma trận chuyển trạng thái 𝐴𝑗, 

𝐵𝑗  và 𝐶𝑗 (mỗi ma trận đều có kích thước 3 × 3) mô tả các bước chuyển trạng thái ứng với lược đồ 

trên Hình 1 như sau [10]: 

(a).  𝐴𝑗(𝑖, 𝑘): Là việc chuyển từ trạng thái (𝑖, 𝑗) tới trạng thái (𝑘, 𝑗) (với 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑀;0 ≤

𝑖, 𝑘 ≤ 2) do máy chủ rỗi hoặc đang phục vụ một cuộc gọi đến hoặc đang phục vụ một cuộc 

gọi đi. Ma trận 𝐴𝑗 có kích thước 3 × 3 với các phần tử 𝐴𝑗(𝑖, 𝑘). 

𝐴𝑗 = (
0 𝜆 𝛼
𝜈1 0 0
𝜈2 0 0

) , (1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑀).  

(b).  𝐵𝑗(𝑖, 𝑘): Biểu thị cho một bước nhảy (lên) từ trạng thái (𝑖, 𝑗) tới trạng thái (𝑘, 𝑗 + 1) 

(với 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑀 − 1; 0 ≤ 𝑖, 𝑘 ≤ 2) do một yêu cầu đến từ cuộc gọi đến (cuộc gọi đến ban đầu 

hoặc cuộc gọi quay lại từ orbit), nhưng máy chủ đang bận (phục vụ cuộc gọi đến hoặc cuộc 

gọi đi). Ma trận 𝐵𝑗  hay 𝐵 (do 𝑗 là mức độc lập) có kích thước 3 × 3 với các phần tử 𝐵𝑗(𝑖, 𝑘). 

𝐵𝑗 = 𝐵 = (
0 0 0
0 𝜆 0
0 0 𝜆

) , (0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑀 − 1). 

(c).  𝐶𝑗(𝑖, 𝑘): Biểu thị cho một bước nhảy (xuống) từ trạng thái (𝑖, 𝑗) tới trạng thái (𝑘, 𝑗 − 1) 

(1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑀; 0 ≤ 𝑖, 𝑘 ≤ 2) do có cuộc gọi quay lại từ orbit sau một khoảng thời gian và được 

phục vụ do máy chủ đang rỗi. Ma trận 𝐶𝑘 có kích thước 3 × 3 với các phần tử 𝐶𝑗(𝑖, 𝑘). 
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𝐶𝑗 = (
0 𝜇 0
0 0 0
0 𝜈2 0

) , (1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑀). 

Khi đó, ma trận sinh 𝑄 của quá trình giả sinh tử 𝑄𝐵𝐷 được biểu diễn qua ma trận chuyển 

trạng thái con ở trên như sau: 

 𝑨𝟎 𝑩𝟎    

 𝑪𝟏 𝑨𝟏 𝑩𝟏   

𝑸  =  𝑪𝟏 𝑨𝟐 …  

   … … 𝑩𝒋 

    𝑪𝒋 𝑨𝒋 

Với các giá trị trên đường chéo ma trận 𝑄:  

𝑄(𝑖, 𝑖)  =  −(𝑡ổ𝑛𝑔 𝑐á𝑐 𝑝ℎầ𝑛 𝑡ử 𝑡𝑟ê𝑛 𝑑ò𝑛𝑔 𝑖), được tính như sau: 

𝑄(𝑖, 𝑖) = − ∑ 𝑄𝑖,𝑗

𝑛𝑠−1

𝑖,𝑗=0;𝑗≠𝑖

 tương ứng với ∑ 𝑄𝑖𝑗 = 0
𝑛𝑠−1
𝑖,𝑗=0  

trong đó 𝑛𝑠 = 3 ∗ (𝑀 + 1). 

Với 𝑀 = 4, (𝑖 =  0,1, 2; 𝑗 = 0,1,2, 3,4), ma trận 𝑄 có dạng như sau: 

(𝑖, 𝑗) 0,0 1,0 2,0 0,1 1,1 2,1 0,2 1,2 2,2 0,3 1,3 2,3 0,4 1,4 2,4 

0,0 
(1) 𝝀 𝜶 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1,0 
𝝂𝟏 (2) 0 0 𝝀 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

2,0 
𝝂𝟐 0 (3) 0 0 𝝀 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0,1 
0 𝝁 0 (4) 𝝀 𝜶 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1,1 
0 0 0 𝝂𝟏 (5) 0 0 𝝀 0 0 0 0 0 0 0 

2,1 
0 0 0 𝝂𝟐 0 (6) 0 0 𝝀 0 0 0 0 0 0 

0,2 
0 0 0 0 𝝁 0 (7) 𝝀 𝜶 0 0 0 0 0 0 

1,2 
0 0 0 0 0 0 𝝂𝟏 (8) 0 0 𝝀 0 0 0 0 
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2,2 
0 0 0 0 0 0 𝝂𝟐 0 (9) 0 0 𝝀 0 0 0 

0,3 
0 0 0 0 0 0 0 𝝁 0 (10) 𝝀 𝜶 0 0 0 

1,3 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝝂𝟏 (11) 0 0 𝝀 0 

2,3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝝂𝟐 0 (12) 0 0 𝝀 

0,4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝝁 0 (13) 𝝀 𝜶 

1,4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝝂𝟏 (14) 0 

2,4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝝂𝟐 0 (15) 

Giá trị của các ô trên đường chéo của ma trận 𝑄 lần lượt được xác định như sau: 

(1) −(𝜆 + 𝛼) 

(2) −(𝜆 + 𝜈1) 

(3) −(𝜆 + 𝜈2) 

(4) −(𝜆 + 𝛼 + 𝜇) 

(5) −(𝜆 + 𝜈1) 

(6) −(𝜆 + 𝜈2) 

(7) −(𝜆 + 𝛼 + 𝜇) 

(8) −(𝜆 + 𝜈1) 

(9) −(𝜆 + 𝜈2) 

(10) −(𝜆 + 𝛼 + 𝜇) 

(11) −(𝜆 + 𝜈1) 

(12) −(𝜆 + 𝜈2) 

(13) −(𝜆 + 𝛼 + 𝜇) 

(14) −𝜈1 

(15) −𝜈2 
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2.3 Mô hình phân tích đa máy chủ  

Mô hình ở đây sẽ mở rộng mô hình đơn máy chủ ở trên với trường hợp mô hình đa máy 

chủ với kích thước orbit giới hạn. Theo đó, mô hình phân tích ở đây sẽ được mô hình hóa theo 

mô hình hàng đợi retrial 𝑀/𝑀/𝑐/c + 𝑀 (𝑐 > 1,𝑀 > 1) với các tham số tương tự như phần trên, 

trong đó mỗi một máy chủ (trong đa máy chủ) sẽ hoạt động tương tự như trường hợp đơn máy 

chủ [1–3, 5].  

Gọi 𝑆1(𝑡), 𝑆2(𝑡) là số lượng máy chủ đang hoạt động (bận) để phục vụ các cuộc gọi đến và 

các cuộc gọi đi và 𝑁(𝑡)  là số lượng cuộc gọi trong orbit tại thời điểm 𝑡 . Khi đó 𝑋(𝑡) =

{𝑆1(𝑡), 𝑆2(𝑡), 𝑁(𝑡); 𝑡 ≥ 0} có tập không gian trạng thái 𝒮 = {(𝑖, 𝑗, 𝑘); 𝑖 = 0, 𝑐, 𝑗 = 0, 𝑐 − 𝑖, 𝑘 = 0,𝑀}.  

Khi đó ma trận sinh 𝑄 sẽ có dạng như sau [1]: 

𝑄 =

(

 
 
 
 
 
𝐴0 𝐵 𝛰 𝛰 𝛰 𝛰
𝐶 𝐴 𝐵 𝛰 𝛰 𝛰
𝛰 𝐶 𝐴 ⋱ 𝛰 𝛰
𝛰 𝛰 𝐶 ⋱ 𝐵 𝛰
𝛰 𝛰 𝛰 ⋱ 𝐴 𝐵
𝛰 𝛰 𝛰 𝛰 𝐶 𝐴⏟              

𝑀+1 )

 
 
 
 
 

 

trong đó các ma trận 𝐴0, 𝐴, B và C là các ma trận: 

𝐴 =

(

 
 
 
 

𝐴0,1 𝐴0,0 𝛰 𝛰 ⋯ 𝛰

𝐴1,2 𝐴1,1 𝐴1,0 𝛰 ⋱ 𝛰

𝛰 𝐴2,2 𝐴2,1 ⋱ 𝛰 ⋯

𝛰 𝛰 𝐴3,2 ⋱ 𝐴𝑐−2,0 𝛰

⋮ ⋱ ⋱ ⋱ 𝐴𝑐−1,1 𝐴𝑐−1,0
𝛰 𝛰 ⋯ 𝛰 𝐴𝑐,2 𝐴𝑐,1 )

 
 
 
 

 𝐴0 =

(

 
 
 
 

𝐴0,1
0 𝐴0,0 𝛰 𝛰 𝛰 𝛰

𝐴1,2 𝐴1,1
0 𝐴1,0 𝛰 ⋱ 𝛰

𝛰 𝐴2,2 𝐴2,1
0 ⋱ ⋱ ⋯

𝛰 𝛰 𝐴3,2 ⋱ 𝐴𝑐−2,2 𝛰

⋮ 𝛰 ⋱ ⋱ 𝐴𝑐−1,1
0 𝐴𝑐−1,0

𝛰 𝛰 ⋯ 𝛰 𝐴𝑐,2 𝐴𝑐,1
0 )

 
 
 
 

 

𝐶 =

(

 
 
 

𝟎 𝐶0 𝛰 𝛰 𝛰 𝛰
𝛰 𝟎 𝐶1 𝛰 𝛰 𝛰
𝛰 𝛰 𝟎 ⋱ 𝛰 𝛰
𝛰 𝛰 𝛰 ⋱ 𝐶𝑐−2 𝛰
𝛰 𝛰 𝛰 𝛰 𝟎 𝐶𝑐−1
𝛰 𝛰 𝛰 𝛰 𝛰 𝟎 )

 
 
 

 𝐵 =

(

 
 
 

𝐵0 𝛰 𝛰 𝛰 𝛰 𝛰
𝛰 𝐵1 𝛰 𝛰 𝛰 𝛰
𝛰 𝛰 𝐵2 𝛰 𝛰 𝛰
𝛰 𝛰 𝛰 ⋱ 𝛰 𝛰
𝛰 𝛰 𝛰 𝛰 𝐵𝑐−1 𝛰
𝛰 𝛰 𝛰 𝛰 𝛰 𝐵𝑐)

 
 
 

 

trong đó 𝐶𝑖  và 𝐴𝑖,0 có kích thước (𝑐 − 𝑖 + 1) × (𝑐 − 𝑖), 𝐵𝑖 , 𝐴𝑖,1 và 𝐴𝑖,1
0  có kích thước (𝑐 − 𝑖 + 1) ×

(𝑐 − 𝑖 + 1), 𝐴𝑖,2 có kích thước (𝑐 − 𝑖 + 1) × (𝑐 − 𝑖 + 2). 
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𝐶𝑖 =

(

 
 
 

𝜇

𝜇

⋱
𝜇⏟          

𝑐−𝑖

0  0  0  0 )

 
 
 

,(𝑖 =

0, 𝑐 − 1) 

 

𝐵𝑖 =

(

  
 

0
0

⋱
0⏟          

𝑐−𝑖

𝜆 )

  
 

,(𝑖 = 0, 𝑐) 

 

𝐴𝑖,2 =

(

 
 

𝑖𝜈1
𝑖𝜈1

⋱
𝑖𝜈1⏟            

𝑐−𝑖+1

0
0
0
0
)

 
 

,(𝑖 =

1, 𝑐) 

𝐴𝑖,1 =

(

 
 
 
 
 
−𝛾𝑖,0 (𝑐 − 𝑖)𝛼

𝜈2 −𝛾𝑖,1 (𝑐 − 𝑖 − 1)𝛼

2𝜈2 −𝛾𝑖,2 ⋱

3𝜈2 ⋱ 𝛼

⋱ −𝛾𝑖,𝑐−𝑖⏟                            
𝑐−𝑖+1 )

 
 
 
 
 

,(𝑖 =

0, 𝑐) 

trong đó 𝛾𝑖,𝑗 = 𝜆 + 𝜇 + 𝑖𝜈1 + 𝑗𝜈2 + (𝑐 − 𝑖 − 𝑗)𝛼. 

𝐴𝑖,1
0 =

(

 
 
 
 
 
−𝛾𝑖,0

0 (𝑐 − 𝑖)𝛼

𝜈2 −𝛾𝑖,1
0 (𝑐 − 𝑖 − 1)𝛼

2𝜈2 −𝛾𝑖,2
0 ⋱

3𝜈2 ⋱ 𝛼

⋱ −𝛾𝑖,𝑐−𝑖
0

⏟                            
𝑐−𝑖+1 )

 
 
 
 
 

, (𝑖 = 0, 𝑐) 

trong đó 𝛾𝑖,𝑗
0 = 𝜆 + 𝑖𝜈1 + 𝑗𝜈2 + (𝑐 − 𝑖 − 𝑗)𝛼. 

𝐴𝑖,0 =

(

  
 

𝜆
𝜆

⋱
𝜆⏟          

𝑐−𝑖

 0  0  0  0 )

  
 

, (𝑖 = 0, 𝑐 − 1) 

Xét ma trận 𝑃 = C + 𝐴 + B là ma trận sinh của quá trình Markov 𝐶(𝑡) = {𝑆1(𝑡), 𝑆2(𝑡); 𝑡 ≥ 0} 

với tập không gian trạng thái 𝒱 = {(𝑖, 𝑗); 𝑖 = 0, 𝑐, 𝑗 = 0, 𝑐 − 𝑖}. Cần lưu ý rằng chuỗi Markov này 

tương ứng với hệ thống tổn thất với giao tiếp hai chiều, trong đó tốc độ đến là (𝜆 + 𝜇) và các 

thông số khác không thay đổi. Gọi 𝜋𝑖,𝑗 = lim
𝑡→∞

𝑃[𝑆1(𝑡) = 𝑖, 𝑆2(𝑡) = 𝑗]  với (𝑖, 𝑗) ∈ 𝒱  và 𝝅𝒊 =

(𝜋𝑖,0, 𝜋𝑖,1, … , 𝜋𝑖,𝑐−𝑖), (𝑖 = 0, 𝑐). Đặt 𝜋 = (𝜋0, 𝜋1, … , 𝜋𝑐) là phân phối dừng của 𝐶(𝑡), (𝑡 ≥ 0) và nó là 

nghiệm duy nhất của hệ phương trình [1]: 
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𝜋𝑃 = (0,0, … ,0)⏟      
(𝑐+1)×(𝑐+2)

2

 
(4) 

∑∑𝜋𝑖,𝑗

𝑐−𝑖

𝑗=0

𝑐

𝑖=0

= 1 (5) 

Khi đó xác suất tắc nghẽn 𝑃𝐵 của hệ thống tổn thất được xác định: 

𝑃𝐵 =∑𝜋𝑖,𝑐−𝑖

𝑐

𝑖=0

 (6) 

2.4 Minh họa ma trận 𝑸 

Xét trường hợp đơn giản với 𝑐 = 2 và 𝑀 = 2, khi đó 𝐴0, 𝐴, 𝐵 và C là các ma trận: 

𝐶0 = (
𝜇 0
0 𝜇
0 0

), 𝐶1 = (
𝜇
0
), 𝐵0 = (

0 0 0
0 0 0
0 0 𝜆

), 𝐵1 = (
0 0
0 𝜆

), 𝐵2 = (𝜆), 

𝐴1,2 = (
𝜈1 0 0
0 𝜈1 0

), 𝐴2,2 = (2𝜈1 0), 𝐴0,0 = (
𝜆 0
0 𝜆
0 0

), 𝐴1,0 = (
𝜆
0
), 

𝐴0,1
0 = (

−(𝜆 + 2𝛼) 2𝛼 0

𝜈2 −(𝜆 + 𝜈2 + 𝛼) 𝛼

0 2𝜈2 −(𝜆 + 2𝜈2)
), 𝐴1,1

0 = (
−(𝜆 + 𝜈1 + 𝛼) 𝛼

𝜈2 −(𝜆 + 𝜈1 + 𝜈2)
) 

𝐴2,1
0 = (−(𝜆 + 2𝜈1)) 

𝐴0,1 = (

−(𝜆 + 𝜇 + 2𝛼) 2𝛼 0

𝜈2 −(𝜆 + 𝜇 + 𝜈2 + 𝛼) 𝛼

0 2𝜈2 −(𝜆 + 2𝜈2)
), 

𝐴1,1 = (
−(𝜆 + 𝜇 + 𝜈1 + 𝛼) 𝛼

𝜈2 −(𝜆 + 𝜈1 + 𝜈2)
), 𝐴2,1 = (−(𝜆 + 2𝜈1)), 

Khi đó: 

𝐴0 = (

𝐴0,1
0 𝐴0,0 𝟎

𝐴1,2 𝐴1,1
0 𝐴1,0

𝟎 𝐴2,2 𝐴2,1
0

) 



Đặng Thanh Chương và CS. Tập 131, Số 2A, 2022 

 

 

32 

 

 

=

(

 
 
 
 

−(𝜆 + 2𝛼) 2𝛼 0 𝜆 0 0

𝜈2 −(𝜆 + 𝜈2 + 𝛼) 𝛼 0 𝜆 0

0 2𝜈2 −(𝜆 + 2𝜈2) 0 0 0

𝜈1 0 0 −(𝜆 + 𝜈1 + 𝛼) 𝛼 𝜆

0 𝜈1 0 𝜈2 −(𝜆 + 𝜈1 + 𝜈2) 0

0 0 0 2𝜈1 0 −(𝜆 + 2𝜈1))

 
 
 
 

, 

𝐴 = (

𝐴0,1 𝐴0,0 𝟎

𝐴1,2 𝐴1,1 𝐴1,0
𝟎 𝐴2,2 𝐴2,1

) 

=

(

 
 
 
 

−(𝜆 + 𝜇 + 2𝛼) 2𝛼 0 𝜆 0 0

𝜈2 −(𝜆 + 𝜇 + 𝜈2 + 𝛼) 𝛼 0 𝜆 0

0 2𝜈2 −(𝜆 + 2𝜈2) 0 0 0

𝜈1 0 0 −(𝜆 + 𝜇 + 𝜈1 + 𝛼) 𝛼 𝜆

0 𝜈1 0 𝜈2 −(𝜆 + 𝜈1 + 𝜈2) 0

0 0 0 2𝜈1 0 −(𝜆 + 2𝜈1))

 
 
 
 

,  

𝐶 = (
𝟎 𝐶0 𝟎
𝟎 𝟎 𝐶1
𝟎 𝟎 𝟎

) =

(

 
 
 

0 0 0 𝜇 0 0
0 0 0 0 𝜇 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 𝜇
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0)

 
 
 

, 𝐵 = (
𝐵0 𝟎 𝟎
𝟎 𝐵1 𝟎
𝟎 𝟎 𝐵2

) =

(

  
 

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 𝜆 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 𝜆 0
0 0 0 0 0 𝜆)

  
 

.  

và 

𝑃 = 𝐴 + 𝐶 + 𝐵 

=

(

 
 
 

−(𝜆 + 𝜇 + 2𝛼) 2𝛼 0 𝜆 + 𝜇 0 0

𝜈2 −(𝜆 + 𝜇 + 𝜈2 + 𝛼) 𝛼 0 𝜆 + 𝜇 0
0 2𝜈2 −2𝜈2 0 0 0

𝜈1 0 0 −(𝜆 + 𝜇 + 𝜈1 + 𝛼) 𝛼 𝜆 + 𝜇

0 𝜈1 0 𝜈2 −(𝜈1 + 𝜈2) 0
0 0 0 2𝜈1 0 −2𝜈1)

 
 
 

 

có các vectơ xác suất mức 𝜋0 = (𝜋0,0, 𝜋0,1, 𝜋0,2), 𝜋1 = (𝜋1,0, 𝜋1,1) và 𝜋2 = (𝜋2,0). Vectơ xác 

suất 𝜋 = (𝜋0, 𝜋1, 𝜋2) là nghiệm của hệ phương trình sau: 

{
𝜋𝑃 = (0 0 0 0 0 0)

𝜋(1 1 1 1 1 1)𝑇 = 1
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3 Phân tích kết quả 

Dựa theo các mô hình đã phân tích ở trên, trong phần này, chúng tôi tập trung vào phần 

đánh giá hiệu năng hệ thống với các thông số thay đổi để nhấn mạnh tính hiệu quả của các mô 

hình mà chúng tôi đã phân tích thông qua phần mềm tính toán Mathematica của Wolfram 

Research. Dựa theo kết quả phân tích từ các lược đồ trạng thái, chúng tôi sử dụng phương pháp 

phân tích quá trình giả sinh tử theo ma trận sinh 𝑄 để giải hệ phương trình tuyến tính (1)–(3) và 

(4), từ đó tính được các xác suất trạng thái cân bằng 𝜋𝑖,𝑗, tính các thông số độ đo (hiệu suất sử 

dụng máy chủ, xác suất tắc nghẽn), sau đó tiến hành mô tả về mặt đồ thị sự biến thiên của các 

giá trị phụ thuộc vào lưu lượng mạng.  

Xét với trường hợp đơn máy chủ 

Kết quả trên Hình 3 biểu thị hiệu suất sử dụng server tăng khi thay đổi giá trị tốc độ retrial 

𝜇 từ 0,3 lên 0,6. Điều này phù hợp với lý thuyết; đó là khi 𝜇 tăng, số cuộc gọi retrial tăng, dẫn đến 

khả năng server được sử dụng tăng; tức là hiệu suất sử dụng server cũng tăng. 

 

Hình 3. Hiệu suất sử dụng máy chủ theo 𝜇 = 0,3 và 𝜇 = 0,6 vs 𝜆 

Kết quả trên Hình 4 biểu thị xác suất tắc nghẽn khi thay đổi giá trị tốc độ retrial 𝜇 từ 0,3 lên 

0,6. Theo đó, khi tốc độ cuộc gọi retrial 𝜇 tăng, tức là cho phép số cuộc gọi sẽ được thực hiện lại 

tăng, nên xác suất tắc nghẽn giảm. Điều này cũng cho thấy ưu điểm khi xét yếu tố retrial trong 

hệ thống cuộc gọi trung tâm. 
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Hình 4. Xác suất tắc nghẽn theo 𝜇 = 0,3 và 𝜇 = 0,6 vs 𝜆 

Tương tự với các kết quả trên Hình 3 và Hình 4, chúng tôi cũng phân tích trong trường 

hợp giữ nguyên tốc độ đến trung bình của các cuộc gọi đến (𝜆) và thay đổi tốc độ trung bình 

của các cuộc gọi đi (𝛼). Kết quả được trình bày trên Hình 5 và Hình 6 và đều cho thấy phù hợp 

với phân tích lý thuyết như trên Hình 3 và Hình 4. 

 

Hình 5. Hiệu suất sử dụng máy chủ theo 𝜇 = 0,3 và 𝜇 = 0,6 vs 𝛼 



jos.hueuni.edu.vn                                                                                                                    Tập 131, Số 2A, 2022 

 

35 

 

 

 

Hình 6. Xác suất tắc nghẽn theo 𝜇 = 0,3 và 𝜇 = 0,6 vs 𝛼 

Hình 7 cho thấy kết quả xác suất tắc nghẽn theo ba giá trị 𝜆 là 0,4, 0,6 và 0,8. Trong trường 

hợp này, xác suất tắc nghẽn chưa bị ảnh hưởng khi giá trị 𝑀 thay đổi do hệ thống đang xét chỉ có 

một máy chủ.  

 

Hình 7. Xác suất tắc nghẽn theo 𝑀 vs 𝜆 

Xét với trường hợp đa máy chủ 
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Khác với trường hợp chỉ có một máy chủ, giá trị xác suất tắc nghẽn có sự thay đổi lớn khi 

tăng số lượng máy chủ lên (Hình 8) do số lượng cuộc gọi trung bình trong orbit chỉ dao động 

trong khoảng hai đến bốn cuộc gọi (Hình 9, với các giá trị 𝜆 là 0,4, 0,6 và 0,8) và ít dẫn đến tắc 

nghẽn hệ thống. 

 

Hình 8. Xác suất tắc nghẽn 𝑃𝐵 theo giá trị 𝑐 và 𝜆  

 

Hình 9. Số khách hàng trung bình trong orbit 𝑁𝑟𝑒𝑡 theo giá trị 𝑐 và 𝜆 

2.097E-15

5.243E-14

1.311E-12

3.277E-11

8.192E-10

2.048E-08

5.12E-07

1.28E-05

0.00032

0.008

0.2

5 10 15 20 25 30 35

P
B

 

c 

Giá trị xác suất tắc nghẽn theo giá trị c 

=0.4

=0.6

=0.8

0

1

2

3

4

5 10 15 20 25 30 35

N
re

t 

c 

Số khách hàng trung bình trong orbit 

theo giá trị c 

=0.4

=0.6

=0.8



jos.hueuni.edu.vn                                                                                                                    Tập 131, Số 2A, 2022 

 

37 

 

 

4 Kết luận 

Chúng tôi đã giới thiệu bài toán mô hình hàng đợi retrial trong hệ thống trung tâm cuộc 

gọi với sự kết hợp các hoạt động của các cuộc gọi đến và các cuộc gọi đi trong trường hợp kích 

thước orbit giới hạn. Mô hình cũng xem xét với cả hai trường hợp là chỉ có một máy chủ (phân 

tích trạng thái máy chủ) và đa máy chủ (𝑐 ≥ 2). Việc áp dụng phương pháp phân tích quá trình 

giả sinh tử theo ma trận sinh 𝑄 để tính các xác suất trạng thái cân bằng đối với mô hình cũng 

được xem là kết quả đạt được của bài báo.  Kết quả phân tích cho thấy hiệu quả của mô hình với 

trường hợp nhiều máy chủ qua kết quả cải thiện xác suất tắc nghẽn, cùng thông số độ đo là số 

khách hàng trung bình trong orbit ổn định (phụ thuộc vào tốc độ đến của khách hàng 𝜆). 
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